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Résumé : 
 
Dans ce travail on procède à l’étude de l’effet d’un écoulement pulsé sur le transport péristaltique d’un 
fluide viscoélastique de type Maxwell  dans un tube cylindrique. La longueur d’onde péristaltique est 
supposée très grande devant le rayon moyen du tube et le nombre de Reynolds est supposé très petit 
devant l’unité. Dans ce cadre un développement asymptotique arrêté à l’ordre deux en terme des 
nombres de Déborah et de Womersley nous permet de dégager une approximation de la chute de pression 
sur une longueur d’onde et d‘étudier l’influence des différents paramètres du problème sur le rendement  
de la pompe péristaltique.   
 
Abstract : 
 
The effect of a pulsatile flow of a maxwellian fluid on the peristaltic transport is analysed in a circular 
cylindrical tube. The wavelength of the peristaltic waves is assumed to be large compared to the tube 
average radius. In order to develop an analytical solution of the problem, we propose a perturbation 
method. The governing equations are developed up to the second-order as a function of the Deborah and 
Womersley numbers. The expression of the pressure drop over a wavelength has been determined. The 
peristaltic output versus the problem parameters in the fixed frame is also studied. 
 
Mots-clefs :  
Ecoulement péristaltique pulsé ; fluide de Maxwell ; rendement d’une  pompe 
péristaltique. 
 
1 Introduction 
 
Le pompage péristaltique est un mécanisme de transport d’un fluide dans un tube flexible 
où les parois sont soumises à une onde progressive de contraction et dilatation. La description 
du phénomène associé à ce transport a fait l’objet de plusieurs travaux dont notamment de 
Shapiro & al. (1969), Hayat et al. (2002) et Mishra et al. (2003). L’hypothèse de stationnarité de 
l’écoulement dans le repère lié à l’onde péristaltique a été souvent prise en compte. Ceci 
suppose que l’écoulement du fluide  n’est dû qu’aux mouvements de la paroi. Cependant, dans 
le cas où on impose en plus une différence de pression variable en fonction du temps aux 
extrémités du tube, l’écoulement résultant observé dans le repère lié à l’onde devient de ce fait 
instationnaire, comme cela fut le cas pour Srivastava (1985) qu’il a supposé que la fréquence de 
l’écoulement pulsé et celle de l’onde péristaltique sont égales. 
L’objet de ce travail est d’analyser l’influence de cet écoulement pulsé sur le transport 
péristaltique d’un fluide viscoélastique de type Maxwell dans un tube cylindrique 
axisymétrique. Dans ce cadre nous supposons que les deux fréquences sont  différentes. Les 
expressions du débit Q et de la chute de pression  ∆P sur une longueur d’onde, déduites de cette 
analyse, nous permettent alors de définir les zones de pompage péristaltique (∆P>0 et Q>0) et 
d’étudier l’influence des différents paramètres physiques du problème sur le rendement de la 
pompe péristaltique. 
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2 Formulation mathématique  
 
On considère l’écoulement d’un fluide viscoélastique incompressible de type Maxwell 
linéaire dans un conduit flexible axisymétrique d’axe ze

, de longueur infinie et de rayon 
moyen a . Les parois du conduit sont soumises à une onde périodique progressive dont 
l’équation dans le repère fixe des coordonnées cylindriques ( )* * *r , ,Zθ est donnée par : 
( )* * * * * *2R h Z , t  a +  sin  ( Z  - c t  )b pi= = λ       (1) 
Où b , λ  et c  représentent, respectivement, l’amplitude, la longueur d’onde et la célérité de 
l’onde péristaltique.  
En l’absence des forces volumiques, les équations de conservations de la quantité de 
mouvement et de la masse s’écrivent : 
*
* *
*
dV
   - grad P   div 
d t
ρ = + τ


        (2-1) 
*div V  0=

         (2-2) 
Où ρ  représente la masse volumique du fluide, *p la pression, ( )* * *V V , 0 , U  le vecteur vitesse 
et *τ  le tenseur des contraintes visqueuses. 
Par ailleurs la loi de comportement retenue dans ce travail est celle du  fluide de Maxwell 
linéaire introduite par Daniel & Joseph et Hayat et al. (2007) sous la forme: 
( ) ( )T* **m *1 t grad V grad Vt ∂  + τ = µ +   ∂   
 
      (3) 
Où mt  le temps de relaxation des contraintes et µ  la viscosité dynamique du fluide. 
Lorsqu’on se place dans le repère lié à l’onde péristaltique, les équations adimensionnelles de 
conservation de la quantité de mouvement deviennent : 
( ) ( )2 3 2 4e rr rzv v v p 1    R  v   u    -   r  t r z r r r z
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂δ β + δ + = +δ +δ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
τ τ     (4-1) 
( ) ( )2e rz zzu u u p 1    R  v   u    -   r t r z z r r z
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂β + δ + = + +δ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
τ τ     (4-2) 
Avec 
2 ** * * * * * *
i j
i j
0
2
az r t u v a p Q
z  , r  , t  , u  , v  , p  ,   , Q  
a T c ac c c 2 ca
τλ
= = = = = = τ = =
λ µλ µ λ pi
 (5) 
0T  représente le temps caractéristique de l’écoulement que l’on déterminera par la suite. Les 
grandeurs adimensionnelles e, Rδ et β  qui représentent,  respectivement, le nombre d’onde, le 
nombre de Reynolds et le  nombre de Womersley sont définies par :
2
e
0
a a c a
, R ,
T
ρ ρδ = = β=
λ µ µ
 
3  Cas particulier des grandes longueurs d’onde 
 
 La détermination d’une solution analytique approchée du système (4) nécessite, comme 
ceci est souvent le cas, l’introduction de quelques hypothèses restrictives supplémentaires 
(Hayat et al. (2003) ainsi que Siddiqui et al. (1994)). Pour ce qui nous concerne, on se place 
dans le cas où la longueur d’onde λ  est grande par rapport au rayon moyen du tube ( )1δ<< . Par 
ailleurs, les forces d’inertie sont supposées négligeables par rapport aux forces de viscosité 
( )eR 1<< .  
Dans ces conditions le système (4) devient : 
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b b
1 p 1 11+D  -  1+D      r 
t t r r t z r r r r r
        ∂ ∂ ∂ ψ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ψβ = +          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
   (6-1) 
p
-    0
r
∂
=
∂
          (6-2) 
Où ψ  est la fonction de courant et mb
0
tD
T
=  est le nombre de déborah. 
Les conditions aux limites sont celles établies par Siddiqui et al. (1994) et qui traduisent : 
L’axisymétrie de l’écoulement : 10 ; 0 pour r 0
r r r
 ∂ ∂ψψ= = = ∂ ∂ 
    
L’adhérence aux parois  : ( ) ( )1F t ; 0 pour r h z
r r
∂ψψ= = =
∂
    
Où ( )h z  est le rayon adimensionnel du tube ( ) ( )( )h z 1 sin 2 z= + φ pi ,  
( ) ( ) ( ) ( )( )h
0
F t dr h 0  avec  0 0
r
∂ψ
= =ψ − ψ ψ =
∂∫
 est le débit adimensionnel dans le repère lié à l’onde 
et ( )b aφ = est le paramètre d’occlusion ( )0 1<φ < .     
    
Il est à noter que, compte tenu  de la nature linéaire du système  (6) et du caractère 
instationnaire de l’écoulement dans le repère lié à l’onde (résultant de la superposition d’un 
écoulement pulsé à un écoulement provoqué par la déformation des parois), le débit ( )F t peut 
s’écrire sous la forme suivante ( ) ( )0 1F t F F t= +β où 0F est le débit dans le repère mobile en 
l’absence de l’écoulement pulsé et ( )1F t est une fonction donnée du temps de fréquence Ω .  
  
 Dans le cadre de ces hypothèses il apparaît clairement que le temps caractéristique 
0T défini dans (5) est relié au débit ( )F t par la relation donnée par M.T.Ouazzani (1991) 
*
* *
0
1 1 dF
  Max  
2F d tT
  Ω
= = 
pi 
   et que l’expression adimensionnelle du débit moyen dans le repère fixe 
est donnée par  ( ) ( )0 1t tθ =θ +β θ où 0θ  est égale à 0 0
21F 1
2 2
 φθ = + + 
 
.    
 
4 Méthodes de résolution  
 
En considérant une technique de développement asymptotique directe, pour laquelle les 
paramètres  β  et bD sont supposés faibles devant l’unité, basée sur l’introduction des 
expressions suivantes : 
2 2
50 1 2 3 4b b bD D Dψ =ψ +βψ + ψ + β ψ +β ψ + ψ +⋅⋅⋅      (7-1) 
2 2
50 1 2 3 4b b bP P P D P P D P D P= +β + + β +β + +⋅⋅⋅      (7-2) 
L’expression approchée du gradient de pression local s’écrit sous la forme : 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
b b4 2 4 2 4 2
8 2F t h dF t dF t d F t d F tP 8 16 1 16D D
z dt dt 72h 3h h dt h dt
 
− +       ∂
 = +β − + +β + −       
 ∂            
 (8) 
Et  la relation ( )P∆ −θ  usuellement établie pour ce type de transport, est donnée par : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2
2
2 4 2 4 4b b2 2
d t d t d t d t1 8P 8A 16A t 1 A 16A D 16A D
2 2 3 dt dt 72 dt dt
  θ θ θ θ φ β∆ =− − θ − + − β + + −   
  
   (9) 
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Où  
( ) ( )
2
2 4 73 22 22
1 1 2 3A et A
2 11
+ φ
= =
−φ−φ
 
5 Rendement de la pompe péristaltique  
 
Pour déterminer l’influence du caractère pulsé de l’écoulement sur le rendement de ce 
dispositif de transport, on rappelle tout d’abord que ce dernier fonctionne comme une pompe  
lorsque les inégalités ( )t 0 et P 0θ > ∆ >  sont simultanément vérifiées. Dans ces conditions le 
rendement de la pompe, défini par Manton (1975) et Naciri (1981) comme le rapport de 
l’énergie récupérée par le fluide utile pour son transport au travail fourni par les parois par 
longueur d’onde,  est donné par : S S1 2r += P P
P
 où P est le travail dimensionnel fourni par les 
parois du tube ; S1P  ( respectivement S2P ) étant la puissance dimensionnelle développée sur la 
section 1S  (respectivement 2S ). 
Lorsqu’on néglige les forces de frottement, le travail P  dans le repère fixe est donné 
par: paroi
s
0
hT V ds 2 h dz
t
λ ∂
= = − pi
∂∫ ∫
 
P P   et l’énergie utile au pompage du fluide s’écrit sous la 
forme suivante :   ( ) ( )S S1 2 1 1 2 2
S S1 2
f V ds f V ds P t Q 0, t+ = + = − pi∆∫ ∫
   
P P .  
Dans ces expressions T

représente  la force normale qu’exerce la paroi sur le fluide et paroiP  est 
la valeur de la pression sur la paroi ;  1f

 (respectivement 2f

) étant  la force exercée par les 
parois sur le fluide dans la section 1S  (respectivement 2S ). 
Le rendement dimensionnel instantané est par conséquent défini par : 
( )
wall
0
P Q 0, t
r   
h2 P  h dZ
t
λ
∆
=
∂
∂∫
  
Où ( ) ( ) ( ) 22 2ˆQ 0, t Q t c h 0, t ca 1 2 φ= + pi − pi +    ; ( )ˆQ t étant  le débit dimensionnel calculé dans le 
repère fixe et  moyenné sur une longueur d’onde.  
 
 Notons que pour le cas des grandes longueurs d’onde, la détermination des  expressions de 
P∆ et  wall
0
hP  h dZ
t
λ ∂
∂∫
  permet de vérifier que  le rendement r est fonction des trois temps 
caractéristiques de cet écoulement à savoir  le temps 
c
λ
 lié à déformation de la paroi, le temps 
0T lié à la nature pulsée de l’écoulement et le temps mt  relatif au phénomène de relaxation des 
contraintes. 
 
6 Résultats et discussion  
 
Nous remarquons qu’en absence d’un écoulement pulsé et pour le cas d’un fluide 
Newtonien (ordre 0 en β  et bD dans l’équation (9)) nous retrouvons les résultats établis par 
plusieurs auteurs comme Shapiro et al. (1969), Hayat et al. (2002 & 2003) ainsi que Siddiqui & 
al. (1994). Dans ce travail, on suppose que l’écoulement est pulsé ( ) ( )( )1 t sin 2 tθ = pi   et on 
s’intéresse, dans un premier temps,  à étudier les effets dus à la nature viscoélastique du fluide et 
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à l’occlusion de la paroi sur la relation gradient de pression débit. Dans ce cadre et pour une 
valeur donnée de 0θ  et  de β , le tracé  de P∆ en fonction du débit ( )tθ  permet d’observer que : 
a) Pour différentes valeurs de bD  ce tracé est une ellipse dont la longueur de l’axe médian 
augmente avec bD  (figure 1).  Ceci  constitue, pour nous, un  premier moyen de 
contrôle relatif à la nature viscoélastique du fluide. 
 
b) Pour différentes valeurs de φ  ce tracé est toujours une ellipse dont  l’axe principal 
change de direction avec l’augmentation de φ , ce qui génère une augmentation de la 
zone du pompage péristaltique qui correspond à P 0 et 0∆ > θ > (figure 2). 
 
   
     
FIG. 1- P∆ en fonction de θ pour 0.35φ =              FIG. 2 - P∆ en fonction de θ pour bD 0.05=
Dans une seconde étape  nous procédons à  une première  analyse de l’influence de la nature 
pulsée de l’écoulement et du caractère viscoélastique du fluide sur le rendement de la pompe 
péristaltique. Pour ce faire on se place dans le cas où les paramètres qui caractérisent la 
géométrie de l’écoulement sont celles considérées par Srivastava et al. (1983) 
( cmcm ; cm mina 1.25 8.01 et c 2= λ = = ), où 2cm min0.35 et 1φ = ν = et où et le débit dimensionnel 
( )ˆQ t  est quasi stationnaire et  égale à ( )ˆQ t 4 0.01sin ( t)= + Ω .Dans ces conditions le tracé de la 
variation temporelle de r permet d’observer que : 
a) Pour le cas où 0T cλ>  (figure 3) la variation de r reste sinusoïdale pour différentes 
valeurs de mt , comme cela est le cas pour un débit constant,   avec  toutefois une légère 
variation  de l’amplitude .Ceci  traduit la prépondérance de l’effet de la déformation de 
la paroi sur r. 
b) Pour le cas où celui où 0T cλ< (figure 4), il apparaît clairement que l’effet du couplage 
entre les  deux fréquences 
0
2
T
piΩ = et  2 cpiω=
λ
 sur le rendement devient  consistant. 
L’augmentation de mt génère, dans ce cas aussi, une variation de l’amplitude de r. 
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FIG. 3 - r en fonction de t  pour 0 minT 50=   FIG. 4 - de r en fonction de t  pour 0 minT 1=
       
7 Conclusion 
 
Dans ce travail, on a utilisé une série de perturbations en fonction de faibles valeurs des 
nombres adimensionnels de Deborah ( )bD et de Womersley ( )β  pour déterminer  une solution 
analytique approchée  d’un écoulement pulsé superposé à un transport péristaltique d’un fluide 
de Maxwell. En supposant en plus que  la longueur d’onde est très grande devant le rayon 
moyen du tube et  en négligeant les effets convectifs, on  a été en mesure de déterminer les 
zones de pompage à partir de la relation chute de pression-débit et  d’analyser l’influence de  
la nature pulsée de l’écoulement et du caractère viscoélastique du fluide sur le rendement de la 
pompe péristaltique.                                                                                                                                                                                                                     
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